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Introduction

Quasi-Polish空間はある種の完備性をもつ第二可算位相空間
のクラスである。
計算可能位相空間論 (computable topology)は、位相空間の
間の関数の計算可能性を研究する分野である。

計算可能解析学という呼び方の方が一般的であるが、ここでは
解析学に現れないような空間も扱うため上記の呼び方にする。
もっと一般的に、表現付き空間 (represented space)の間の関
数の計算可能性について議論することもある。
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Quasi-Polish空間

Quasi-Polish空間の３つの同値な特徴付けを紹介する:
1 一般化したポーランド空間として

(As generalized Polish spaces)
2 幾何的命題論理の可算的理論として

(As countably axiomatized propositional geometric theories)
3 イデアル空間として

(As spaces of ideals)
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1. 一般化したポーランド空間として

集合X 上の 準距離 (quasi-metric)とは次の 2つの条件を満
たす関数 d : X × X → [0,∞)のことである。

1 x = y ⇐⇒ d(x, y) = d(y, x) = 0
2 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

(X , d)を準距離空間と呼ぶ。
(X , d)は開球 Bd(x, ε) = {y ∈ X | d(x, y) < ε}
(x ∈ X , ε > 0)から生成される位相を持つ。
(X , d)の点列 (xi)i∈Nがコーシー列であるとは、任意の ε > 0
に対し (∃n)(∀j ≥ i ≥ n) d(xi , xj) < εが成り立つことである。
(X , d)の任意のコーシー列 (xi)i∈Nに対し
limi→∞max{d(xi , x), d(x, xi)} = 0を満たす x ∈ X が必ず存
在するとき、(X , d)を完備準距離空間という。

Definition
第二可算な完備準距離空間に同相な位相空間を quasi-Polish空間
と呼ぶ。
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基本結果

任意の T0第二可算空間を quasi-Polish空間に埋め込める。
「ポーランド空間」と「距離化可能 quasi-Polish空間」は同
値である。

従って、有理数の部分空間 Q ⊆ Rは quasi-Polishではない。
第二可算局所コンパクト sober空間は quasi-Polishである。
ポーランド空間における記述集合論のほとんどが
quasi-Polish空間に自然に一般化する。例えば、

任意の quasi-Polish空間はベール空間である
(可算個の稠密開集合の交わりは稠密である）。
Quasi-Polish空間 X の部分空間 Aが quasi-Polishになるため
の必要十分条件は A ∈ Π0

2(X)である。
A ∈ Π0

2(X)とは、x ∈ A ⇐⇒ ∀i ∈ N.(x ∈ Ui ⇒ x ∈ Vi)と
なる開集合列 Ui,Vi ⊆ X (i ∈ N)が存在することである。

任意の quasi-Polish空間 X と Y とボレル可測関数 f : X → Y
に対し、f が連続になるような X 上のより細かい quasi-Polish
位相が存在する。
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2. 幾何的命題論理の可算的理論として

幾何的命題論理式は命題変数、定数>と⊥、有限論理積 ∧、
無限論理和

∨
から生成される。

任意の幾何的命題論理式は
∨

i∈I ai
0 ∧ · · · ∧ ai

ni
という形の論理

式と同値である（ただし、ai
j は定数または命題変数である）。

幾何的命題論理式のシークエント φ ` ψからなる集合 T を幾
何的命題論理の理論という。

T に含まれている命題変数とシークエントの個数が両方とも
可算であるとき、T を可算的理論という。

推論規則 (P. Johnstoneまたは S. Vickersを参照):
• φ ` φ (identity) • φ ` ψ ψ ` χ (cut)

φ ` χ
• φ ∧

∨
i∈I ψi `

∨
i∈I (φ ∧ ψi) (distributivity)

• φ ` > • φ ∧ ψ ` φ • φ ∧ ψ ` ψ • χ ` φ χ ` ψ (∧I )
χ ` φ ∧ ψ

• ⊥ ` ψ • φj `
∨

i∈I φi (j ∈ I のとき) • φi ` ψ (各 i ∈ I )
(∨I )∨

i∈I φi ` ψ
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導出の例:

φ ∧ ψj ` φ
φ ∧ ψj ` ψj ψj `

∨
i∈I ψi (cut)

φ ∧ ψj `
∨

i∈I ψi (∧I )
φ ∧ ψj ` φ ∧

∨
i∈I ψi (各 j ∈ I )

(∨I )∨
i∈I (φ ∧ ψi) ` φ ∧

∨
i∈I ψi

理論 T において φ ` ψを導出できるとき φ ≤T ψと定義す
る。φ ≡T ψ ⇐⇒ φ ≤T ψ かつ ψ ≤T φと定義する。
≡T の同値類全体からなる半順序集合 (LT ,≤T )を T の
Lindenbaum代数という。

より正確には、LT は frameと呼ばれる特殊な分配束である。

Theorem (R. Heckmann, 2015)
Quasi-Polish空間と連続関数の圏と、可算表示を持つ frameと
frame準同型の圏は圏双対である。

従って、X が quasi-Polish空間であれば、開集合束O(X)とLT が
同型になる幾何的命題論理の可算的理論 T が存在する。逆に、T
が幾何的命題論理の可算的理論であれば、開集合束O(X)と LT
が同型になる quasi-Polish空間X が存在する。
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基本結果

Quasi-Polish空間X と幾何的命題論理の可算的理論 T は次の
関係を持つ。

論理式（の同値類）[φ] ∈ LT ⇐⇒ 開集合 Uφ ∈ O(X)
T のモデルM ⇐⇒ X の点 xM ∈ X

ただし、xM ∈ Uφ ⇐⇒ M � φ

この関係より、可算的幾何的命題論理の完全性を導ける。
φ 6≤T ψならば Uφ 6⊆ Uψ となるため x ∈ Uφ \ Uψ が存在する
が、モデル x においては φが真であるが ψは偽である。

R. Chen (2019)がこの双対性を可算的幾何的述語論理に拡張
した。

幾何的述語論理の可算的理論 T からなる syntactic pretopos
が T の可算モデルからなる quasi-Polish groupoidの作用を持
つ quasi-Polish étalé空間の圏と同値であることを示した。
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幾何的命題論理の表現力は高い。例えば、古典的一階述語論
理を幾何的命題論理に忠実に翻訳できる。この翻訳により、
Gödelの完全性定理の（Rasiowa-Sikorski的な）証明を得る。

Lを可算な一階述語論理の言語とし、T を可算個の L-文の集
合とする。
Lに可算個の新しい定数記号 c0, c1, . . .を加えた言語を Lc と
する。
各 Lc-文 αに対し命題変数 〈α〉を導入する。
次の公理からなる幾何的命題論理の理論を T とする：

〈⊥〉 ` ⊥, 〈α ∨ β〉 ` 〈α〉 ∨ 〈β〉
> ` 〈>〉, 〈α〉 ∧ 〈β〉 ` 〈α ∧ β〉
〈∃x.α〉 `

∨
k∈N〈α(ck/x)〉

(α(ck/x)は α中の x を ck に置き換えて得られる式)
〈α〉 ` 〈β〉 (古典的一階述語論理において β を T ∪ {α}から導
出できるとき。例えば、〈α ∧ ¬α〉 ` 〈⊥〉や 〈>〉 ` 〈α ∨ ¬α〉
など)

任意の L-文 αに対し, 古典的一階述語論理において T から α
を導出できることと、幾何的命題論理において T から
> ` 〈α〉を導出できることが同値であることを証明できる。
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3. イデアル空間として

Definition
≺を N上の推移関係とする。I ⊆ Nが

1 I 6= ∅ (I は空集合ではない)
2 a ≺ b ∈ I ⇒ a ∈ I (I は下方集合である)
3 a, b ∈ I ⇒ (∃c ∈ I ) [a ≺ c & b ≺ c] (I は有向集合である)
を満たすとき、I を (≺の) イデアルという。
≺のイデアル全体の集合を I(≺)と表す。I(≺)は開集合

[n]≺ = {I ∈ I(≺) | n ∈ I} (n ∈ N)

から生成される位相を持つ位相空間とみなす。

抽象的空間の点についての情報を自然数として符号化している。
a ≺ bのとき、bは aよりも情報を含んでいる。
点 (point)(つまり、≺のイデアル)とは、任意に正確である無
矛盾の情報の集まりである。
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Theorem (d., A. Pauly, & M. Schröder, 2019)
位相空間X が quasi-Polish空間であることと、X がN上の推移関
係≺のイデアル空間 I(≺)と同相であることは同値である。

Nとして符号化できる可算集合を利用することもある。
例:

1 N上の等号 =からなるイデアル空間 I(=)は離散位相を持つ
Nと同相である。

2 Nの有限列全体の集合 N<∞ 上の真の接頭辞関係を @とすれ
ば、I(@)は NN と同相である。

3 Nの有限部分集合全体を Pfin(N)とし、その包含関係を ⊆と
すれば、I(⊆)が Scott位相を持つ P(N)と同相になる。

4 (X , d)を可分な距離空間とする。可算な稠密部分集合 D ⊆ X
を固定し、D × N上の推移関係 ≺d を

〈x,n〉 ≺d 〈y,m〉 ⇐⇒ d(x, y) < 2−n − 2−m

と定義すれば、I(≺d)が (X , d)の距離完備化と同相になる。
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計算可能位相空間論

計算可能位相空間論（計算可能解析学）への主なアプローチ
はType 2 Theory of Effectivity (TTE) (K. Weihrauch)である。
部分関数M :⊆ N → Nの計算可能性を通常のチューリング
機械により定義すると同様に、部分関数M :⊆ NN → NNの
計算可能性を Type-2 チューリング機械により定義する。

Type 2チューリング機械は有限個の命令に従って操作しなが
ら、入力テープにある無限記号列を読み込み、出力テープに
無限記号列を書き込んでいく。
通常のチューリング機械と違って、Type 2チューリング機械
は停止しない。ただし、出力テープに書いた記号を消したり
上書きしたりすることはできない。

(Modified from “Computable Analysis”, K. Weihrauch)
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集合X と全射の部分関数 ρX :⊆ NN → X の対 (X , ρX)を 表
現付き空間という。x ∈ X に対し ρX(p) = x となる p ∈ NN

を x の名前という。
表現付き空間の間の関数 f : X → Y に対し、x ∈ X の任意の
名前を f (x) ∈ Y の名前に変換する Type 2チューリング機械
M が存在するとき、f が計算可能であるという。

NN NN

X Y

ρX

M

ρY

f

例: 実数 Rを速いコーシー表現により表現することが一般的
である。実数 x ∈ Rの名前は |qi − qi+1| < 2−i を満たす、x
に収束する有理数列 (qi)i∈Nと定義する。この表現において
+,∗,−,÷,

√
x,cos(x), sin(x),exp(x)などの基本関数は計算可

能である。
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計算可能位相空間 (Computable topological space)

Definition
T0位相空間X と関数 β : N → O(X)と c.e.集合 S ⊆ N3が

range(β) = {β(i) | i ∈ N}がX の可算基底である
β(i) ∩ β(j) =

⋃
〈i,j,k〉∈S β(k)

を満たすとき、(X , β,S)を計算可能位相空間という。

愚見:「計算可能位相空間」の定義が定着しつつあるが、X がほぼ
任意であるため「計算可能」と呼ぶのはやや不適切ではないか。
計算可能位相空間 (X , β,S)の標準表現 ρX :⊆ NN → X を

ρX(p) = x ⇐⇒ range(p) = {i ∈ N | x ∈ β(i)}
と定義する。
計算可能位相空間の間の計算可能関数は連続である。
例: ≺が N上の c.e.推移関係であれば(

I(≺), λn.[n]≺, {〈a, b, c〉 | a ≺ c & b ≺ c}
)

が計算可能位相空間である。
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実効的 quasi-Polish空間

Definition (d., A. Pauly, & M. Schröder, 2019)
表現付き空間X が N上の c.e.推移関係≺のイデアル空間
I(≺)と計算可同型であるときX を実効的 quasi-Polish空間と
いう。

V. Selivanov (2015)、M. Korovina & O. Kudinov (2017)、
M. Hoyrup, C. Rojas, V. Selivanov, & D. Stull (2019)等も上
記と計算論的に同値な定義を提案し、quasi-Polish空間論の
実効化に多くな成果を果たしている。
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計算可能関数

Definition
≺1と≺2を N上の推移関係とする。

任意の部分集合 R ⊆ N× Nを部分関数のコードと呼ぶ。
コード Rに対する部分関数 pRq :⊆ I(≺1) → I(≺2)を次のよ
うに定義する：

pRq(I ) = {n ∈ N | (∃m ∈ I ) 〈m,n〉 ∈ R},
dom(pRq) = {I ∈ I(≺1) | pRq(I ) ∈ I(≺2)}.

Theorem
≺1と≺2が c.e.推移関係であるとき、全域関数 f : I(≺1) → I(≺2)
が計算可能であるための必要十分条件は f = pRqとなる c.e.コー
ド Rが存在することである。
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完備計算可能位相空間

(X , β,S)が計算可能位相空間であれば、任意の埋め込み
e : Y ↪→ X に対し γ(i) = e−1(β(i))と定義すれば (Y , γ,S)
も計算可能位相空間となる。
従って、計算可能位相空間 (X , β,S)は唯一の実効的なパラ
メータ S だけでは一意に定まらない。
この問題を解決するために次の概念を導入する。

Definition
S ⊆ N3を c.e.集合とする。計算可能位相空間 (X , β,S)が完備で
あるとは、任意の計算可能位相空間 (Y , γ,S)に対し

(∀i ∈ N) γ(i) = e−1(β(i))

を満たす計算可埋め込み e : Y ↪→ X がちょうど一つ存在すること
である。

注: 完備計算可能位相空間 (X , β,S)は S だけで（計算可同型を除
いて）一意に定まる。
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Theorem
完備計算可能位相空間は実効的 quasi-Polish空間と同値である。
具体的に、

≺が N上の c.e.推移関係であれば、S = {〈a, b, c〉 | a ≺ c & b ≺ c}
と定義すれば、(I(≺), λn.[n]≺,S)が完備計算可能位相空間となる。

逆に、S ⊆ N3 が c.e.であれば、(X , λn.{x ∈ X | n ∈ x},S)が完備
計算可能位相空間となる実効的 quasi-Polish空間 X ⊆ P(N)が存在
する。

従って、計算可能位相空間の従来の定義は c.e.推移関係 ≺と部分
集合 X ⊆ I(≺)の対 (≺,X)と計算論的に同値である。
愚見 1: 任意の部分集合 X ⊆ I(≺)を許すと「計算可能」の範囲を
超えてしまう。実効的記述集合論という分野は I(≺)の部分集合を
実効的に定義し、その性質を研究する。
愚見 2: Quasi-Polishでない空間については位相空間論と Locale理
論の違いが目立つ。例えば、(Q,+)は (R,+)の部分位相群である
が、部分 Locale群ではない。従って、quasi-Polish空間以外の空間
を含むクラスの Church-Turing Thesisは成立しにくいと予想する。
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積、余積、等化子

≺1と≺2を N上の c.e.推移関係とする。計算可全単射
〈·, ·〉 : N× N → Nを固定する。

積 (products): 推移関係≺×
1,2を

〈a, b〉 ≺×
1,2 〈a′, b′〉 ⇐⇒ a ≺1 a′ & b ≺2 b′

と定義すると I(≺×
1,2)と積 I(≺1)× I(≺2)が計算可同型で

ある。
余積 (coproducts): 推移関係≺+

1,2を

〈a, i〉 ≺+
1,2 〈a′, j〉 ⇐⇒ i = j ∈ {1, 2} & a ≺i a′

と定義すると I(≺+
1,2)と余積（直和）I(≺1) + I(≺2)が計算可

同型である。
等化子 (equalizers): 全域関数 pRq, pSq : I(≺1) → I(≺2)の
c.e.コードR,S から等化子 pEq : I(@) → I(≺1)となる c.e.推
移関係@と c.e.コード E を計算できる（詳細を割愛する）。
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圏QPol = (Obj,Mor, s, t, i, ◦)

Quasi-Polish空間と連続関数の圏QPol = (Obj,Mor, s, t, i, ◦)を次
のように表現付き空間として構成する:

Obj (対象)をN上の推移関係全体からなるP(N×N)のΠ0
2部

分空間とする。Objの元≺をイデアル空間 I(≺)と解釈する。
表現付き空間Mor (射)を次のように定義する:

全域関数 pRq : I(≺S) → I(≺T)となる組 〈R,≺S ,≺T〉全体か
らなる P(N× N)× Obj × Objの Π1

1 部分空間をMとする。
M上の同値関係 〈R1,≺S1 ,≺T1〉 ≡ 〈R2,≺S2 ,≺T2〉
⇐⇒ ≺S1=≺S2 & ≺T1=≺T2 & pR1q = pR2qと定義する。
MorをMの ≡による商表現付き空間と定義する。

注: Objは実効的 quasi-Polish空間であるが、Morは
quasi-Polish空間でない表現付き空間である。

23 / 33



s : Mor → Obj (始域)は 〈R,≺S ,≺T 〉を≺S に写す。
t : Mor → Obj (終域)は 〈R,≺S ,≺T 〉を≺T に写す。
i : Obj → Mor (恒等射)は≺を 〈=N,≺,≺〉に写す。
◦ :⊆ Mor × Mor → Mor (合成)の定義域は

dom(◦) = {〈g, f 〉 ∈ Mor × Mor | s(g) = t(f )}

であり、f = [〈Rf ,≺S ,≺〉]≡と g = [〈Rg,≺,≺T 〉]≡に対し

Rg◦f = {〈m,n〉 | (∃p ∈ N) [〈m, p〉 ∈ Rf & 〈p,n〉 ∈ Rg]},
g ◦ f = [〈Rg◦f ,≺S ,≺T 〉]≡

と定義する。pRg◦f q(I ) = pRgq(pRf q(I ))を容易に確認で
きる。
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計算可能関手

次の条件を満たす計算可能関数 FObj : Obj → Objと
FMor : Mor → Morの対 F = (FObj,FMor)をQPol上の計算可能関
手という。

FObj ◦ s = s ◦ FMor

FObj ◦ t = t ◦ FMor

FMor ◦ i = i ◦ FObj

FMor(g ◦ f ) = FMor(g) ◦ FMor(f ) (〈g, f 〉 ∈ dom(◦)のとき)
つまり、F は始域、終域、恒等射、合成を保つ。

注: 計算可能モデル理論で計算可能関手も研究されている
（M. Harrison-Trainor, A. Melnikov, R. Miller, & A. Montalbán,
2017や R. Miller, B. Poonen, H. Schoutens, & A. Shlapentokh,
2018）。しかし、その分野で扱われる圏は可算離散空間で構成さ
れているためQPolの真の部分圏になる。

25 / 33



例: 下冪空間の関手A(X)

冪空間は、位相空間のコンパクト部分集合、オーバート部分集合、また
は確率測度などから構成される位相空間である。位相半束論、多価連続
関数、非決定的プログラム意味論、様相論理などに応用される。

Definition
下冪空間 (lower powerspace)A(X)はX の閉集合全体に
♦U := {A ∈ A(X) |A ∩ U 6= ∅} (U ∈ O(X))
から生成される位相として定義される。
f : X → Y はA(f )(A) = ClY ({f (x) | x ∈ A})と定義される
連続関数A(f ) : A(X) → A(Y )に写される。

下冪空間の関手A = (AObj,AMor)は次のように実現できる：
AObj(≺) =≺L

A ≺L B ⇐⇒ (∀a ∈ A)(∃b ∈ B) a ≺ b (A,B ∈ Pfin(N))
AMor(〈R,≺S ,≺T〉) = 〈RL,AObj(≺S),AObj(≺T)〉

RL = {〈F ,G〉 | (∀n ∈ G)(∃m ∈ F) 〈m,n〉 ∈ R}

従って、Aは計算可能関手である。
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例: 上冪空間の関手K(X)

Definition
上冪空間K(X)はX の（飽和）コンパクト集合全体に
�U := {K ∈ K(X) |K ⊆ U} (U ∈ O(X))
から生成される位相として定義される。
f : X → Y はK(f )(K) = SatY ({f (x) | x ∈ K})と定義される
連続関数K(f ) : K(X) → K(Y )に写される。

上冪空間の関手K = (KObj,KMor)は次のように実現できる：
KObj(≺) =≺U

A ≺U B ⇐⇒ (∀b ∈ B)(∃a ∈ A) a ≺ b for A,B ∈ Pfin(N)
KMor(〈R,≺S ,≺T〉) = 〈RU ,KObj(≺S),KObj(≺T)〉

RU = {〈F ,G〉 | (∀m ∈ F)(∃n ∈ G) 〈m,n〉 ∈ R}

従って、Kは計算可能関手である。
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その他の結果

QPol上の付値 (valuation)冪空間の関手も計算可能である。
計算可能位相空間論では確率測度やボレル測度の代わりに付
値を利用するのが一般的である。

T. Kihara, K. M. Ng, & A. Pauly (2019)は計算可能位相空間
論と enumeration degreesの関係を徹底的に調べている。

様々な実効的 quasi-Polish空間に対応する enumeration degree
も丁寧に解析されている。

最近の結果 (d., T. Kihara, & V. Selivanov, 2023)：
「Quasi-Polish位相に可算個の閉集合を開集合として追加して
も quasi-Polish位相になる」の実効的版を証明した。
全ての実効的 ω-連続ドメインを含む計算可能枚挙を作った。
I(≺)が距離化可能である c.e.推移関係≺全体のインデックス
集合は Π1

1-完全である。
T1 と T2 分離公理も同様である。
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未解決問題

具体的な問題:
ωFS-ドメインは QPolの最大のデカルト閉部分圏であるのか。
「全ての第二可算 consonant sober空間は quasi-Polish空間で
ある」は ZF+DCと無矛盾であるのか。
「Quasi-Polish位相に可算個の∆0

2集合を開集合として追加し
ても quasi-Polish位相になる」の実効的版を証明すること。
全ての実効的局所コンパクト quasi-Polish空間の計算可能な
枚挙は存在するのか。

探求的な問題:
（ポーランド空間以外の）T1,T2-quasi-Polish空間を調べる
コンパクト quasi-Polish空間の性質を調べる
QPol内の圏対象（quasi-Polish位相を持つ圏）を調べる
CoPolish群や環を調べる

Sをシェルピンスキー空間とする。関数空間 SX がコンパクト
開位相において quasi-Polish空間となるようなハウスドルフ空
間 X を coPolish空間と呼ぶ。
Rから生成される自由位相群や多項式からなる位相環 R[X ]は
coPolishである。
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